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Définition

Série entière∑
fn est une série entière si

∃(an) ∈ RN,∀n ∈ N,∀x ∈ R, fn(x) = anx
n

Rayon de convergence

Lemme d’Abel

Soit x0 > 0,

(anx
n
0 ) bornee =⇒ (∀x ∈]− x0, x0[,

∑
anx

n converge absolument)

Convergence et divergence

∃!R ∈ R+ ∪ {+∞},∀x ∈]−R,R[

{
|x| < R =⇒

∑
anx

n converge absolument

|x| > R =⇒
∑

anx
n diverge grossièrement

an = O(bn) =⇒ Ra ≥ Rb an ∼ bn =⇒ Ra = Rb ∃N ∈ N,∀n ≥ N, |an| ≤ bn =⇒ Ra ≥ Rb

Convergence normale∑
anx

n converge normalement donc uniformément sur
tout segment inclus dans ]−R,R[

Continuité

x 7→
∑

anx
n est continue sur ]−R,R[

Théorème d’Abel radial

∑
anR

n cv ⇐⇒
+∞∑
n=0

anx
n −→

x→R−

+∞∑
n=0

anR
n cv
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Dériver / Intégrer

Dériver

On peut dériver terme à terme une série entière sans changer le rayon de convergence

∀x ∈]−R,+R[,

+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

d

dx

(
+∞∑
n=0

anx
n

)

x 7→
+∞∑
n=0

anx
n est C∞ sur ]−R,R[ et ∀n ∈ N, an =

f (n)(0)

n!

Intégrer

On peut intégrer terme à terme une série entière sans changer le rayon de convergence

∀x ∈]−R,+R[,

+∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1 =

∫ x

0

(
+∞∑
n=0

ant
n

)
dt

Développements en série entière

f est développable en série entière (de manière unique) sur ]− r,+r[ si

∃
∑

anx
n de rayon de cv R ≥ r tq ∀x ∈]− r,+r[, f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n

f est DSE =⇒ f est C∞

f est DSE���⇐= f est C∞
∀x ∈]− r,+r[, f(x) =

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

f est DSE sur ]− r,+r[ ⇐⇒


f est C∞ sur ]− r,+r[

∀x ∈]− r,+r[, f(x)−
N∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn −→

N→+∞

Produit de Cauchy et Somme

On a deux séries entières
∑

anx
n et

∑
bnx

n de rayon de convergence Ra et Rb.
Soit cn = an + bn et R le rayon de cv de

∑
cnx

n.

2


